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Esercizio ¤3 000 vanno rimborsati in tre anni con rate mensili, i12 =
0, 0121965. Posto che le rate del primo anno, R1, . . . , R12 siano di ¤83
e che le rate del secondo anno R13, . . . , R24 siano di ¤84, se anche le
rate del terzo anno si suppongono costanti R = R25, . . . , R36 si chiede
di determinare R.
2/19 Pi?
22333ML232
Esercizio ¤3 000 vanno rimborsati in tre anni con rate mensili, i12 =
0, 0121965. Posto che le rate del primo anno, R1, . . . , R12 siano di ¤83
e che le rate del secondo anno R13, . . . , R24 siano di ¤84, se anche le
rate del terzo anno si suppongono costanti R = R25, . . . , R36 si chiede
di determinare R.
Metodo prospettivo, posto A = 3 000
A = 83
12∑
k=1
(1 + i12)
−k + 84
24∑
k=13
(1 + i12)
−k +R
36∑
k=25
(1 + i12)
−k . (a)
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osservato che:
12∑
k=1
(1 + i12)
−k = a12|i12 ,
24∑
k=13
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−12 a12|i12 ,
36∑
k=25
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−24 a12|i12 ,
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osservato che:
12∑
k=1
(1 + i12)
−k = a12|i12 ,
24∑
k=13
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−12 a12|i12 ,
36∑
k=25
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−24 a12|i12 ,
abbiamo
A = 83 a12|i12 + 84 (1 + i12)
−12 a12|i12 +R (1 + i12)
−24 a12|i12 ,
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osservato che:
12∑
k=1
(1 + i12)
−k = a12|i12 ,
24∑
k=13
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−12 a12|i12 ,
36∑
k=25
(1 + i12)
−k = (1 + i12)
−24 a12|i12 ,
abbiamo
A = 83 a12|i12 + 84 (1 + i12)
−12 a12|i12 +R (1 + i12)
−24 a12|i12 ,
risolvendo rispetto ad R, otteniamo:
R = (1 + i12)
24
[
A
a12|i12
− 83− 84 (1 + i12)−12
]
.
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Essendo a12|i12 = 11, 1004366, (1 + i12)
−12 = 0, 8646135, (1 + i12)
24 =
1, 3376914, otteniamo la rata: R = ¤153, 34.
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Essendo a12|i12 = 11, 1004366, (1 + i12)
−12 = 0, 8646135, (1 + i12)
24 =
1, 3376914, otteniamo la rata: R = ¤153, 34.
Problema: Calcolare gli interessi pagati nell’ultimo anno
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Usufrutto, Nuda proprieta` e Valore di un prestito
Si chiama nuda proprieta` al tasso x e alla valuta m ∈ {1, 2, . . . , n}
il valore attuale delle quote capitale cm+1, cm+2, . . . , cn non ancora
scadute. Passando ai simboli:
A(x)m :=
n−m∑
k=1
cm+k(1 + x)
−k (1)
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Usufrutto, Nuda proprieta` e Valore di un prestito
Si chiama nuda proprieta` al tasso x e alla valuta m ∈ {1, 2, . . . , n}
il valore attuale delle quote capitale cm+1, cm+2, . . . , cn non ancora
scadute. Passando ai simboli:
A(x)m :=
n−m∑
k=1
cm+k(1 + x)
−k (1)
L’usufrutto al tasso x e alla valuta m ∈ {1, 2, . . . , n} e` il valore
attuale delle quote interessi non scadute a partire da m :
U (x)m :=
n−m∑
k=1
hm+k(1 + x)
−k (2)
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Il valore al tasso x del prestito e` la somma di usufrutto e nuda
proprieta`:
V (x)m : = A
(x)
m + U
(x)
m
=
n−m∑
k=1
cm+k(1 + x)
−k +
n−m∑
k=1
hm+k(1 + x)
−k
=
n−m∑
k=1
αk+m(1 + x)
−k
(3)
si tratta, dunque, del valore attuale delle rate non ancora scadute
valutate al tasso x cio` sta a significare che per x = i si ha:
V (i)m = δm.
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Formula di Makeham
U (x)m =
i
x
(
δm −A(x)m
)
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Rimborso di un prestito con rate uniformi
Nel rimborso del prestito con rate costanti, la relazione fondamentale
e` riscritta nell’ipotesi che la somma prestata A sia restituita con rate
costanti di importo αk = α ai tempi t1 = 1, . . . , tn = n
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Rimborso di un prestito con rate uniformi
Nel rimborso del prestito con rate costanti, la relazione fondamentale
e` riscritta nell’ipotesi che la somma prestata A sia restituita con rate
costanti di importo αk = α ai tempi t1 = 1, . . . , tn = n
Ragionando prospettivamente:
A =
n∑
k=1
αk(1 + i)
−k = α
n∑
k=1
(1 + i)−k = αan|i
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quindi:
α =
A
an|i
= Aαn|i
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quindi:
α =
A
an|i
= Aαn|i
con
αn|i =
i
1− (1 + i)−n
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quindi:
α =
A
an|i
= Aαn|i
con
αn|i =
i
1− (1 + i)−n
debito residuo prospettivo
δm = Aαn|i an−m|i
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quindi:
α =
A
an|i
= Aαn|i
con
αn|i =
i
1− (1 + i)−n
debito residuo prospettivo
δm = Aαn|i an−m|i
debito residuo retrospettivo
δm = A
[
(1 + i)m − αn|i sm|i
]
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Corollario
αn|i
[
an−m|i + sm|i
]
= (1 + i)m
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εm = A− δm = A
[
1− αn|i an−m|i
]
quota capitale e quota interessi
δm = δm−1 − cm
hm+1 = i δm
cm+1 + hm+1 = cm + hm
(4)
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εm = A− δm = A
[
1− αn|i an−m|i
]
quota capitale e quota interessi
δm = δm−1 − cm
hm+1 = i δm
cm+1 + hm+1 = cm + hm
(4)
da cui si trova cm+1 = (1 + i) cm,
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εm = A− δm = A
[
1− αn|i an−m|i
]
quota capitale e quota interessi
δm = δm−1 − cm
hm+1 = i δm
cm+1 + hm+1 = cm + hm
(4)
da cui si trova cm+1 = (1 + i) cm,
quindi per ogni 1 ≤ k ≤ n si ha:
ck = (1 + i)
k−1 c1
12/19 Pi?
22333ML232
formula per la generica quota capitale:
ck = A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
le quote capitale sono in progressione geometrica
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formula per la generica quota capitale:
ck = A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
le quote capitale sono in progressione geometrica
formula per la quota interessi:
hk = A
[
αn|i − (1 + i)k−1
(
αn|i − i
)]
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In ogni ammortamento, deve sussistere la condizione di chiusura
c1 + · · ·+ cn = A
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In ogni ammortamento, deve sussistere la condizione di chiusura
c1 + · · ·+ cn = A
Si ha
A =
n∑
k=1
A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
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In ogni ammortamento, deve sussistere la condizione di chiusura
c1 + · · ·+ cn = A
Si ha
A =
n∑
k=1
A
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
quindi si deve verificare l’identita`
1 =
n∑
k=1
(
αn|i − i
)
(1 + i)k−1
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
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dovendo moltiplicare α5|0,05 per 10 000 occorre una quantita` op-
portuna di decimali per eliminare incertezza nell’arrotondamento al
centesimo di euro.
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
α5|0,05 = 0, 230974798
dovendo moltiplicare α5|0,05 per 10 000 occorre una quantita` op-
portuna di decimali per eliminare incertezza nell’arrotondamento al
centesimo di euro.
α = 10 000× 0, 230974798
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
α5|0,05 = 0, 230974798
dovendo moltiplicare α5|0,05 per 10 000 occorre una quantita` op-
portuna di decimali per eliminare incertezza nell’arrotondamento al
centesimo di euro.
α = 10 000× 0, 230974798 = 2 309, 74798
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Esempio Rimborsare d10 000 in cinque anni, i = 0, 05
α5|0,05 = 0, 230974798
dovendo moltiplicare α5|0,05 per 10 000 occorre una quantita` op-
portuna di decimali per eliminare incertezza nell’arrotondamento al
centesimo di euro.
α = 10 000× 0, 230974798 = 2 309, 74798 = d 2 309, 75
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
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c2 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)2−1 = d1 900, 24;
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
c2 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)2−1 = d1 900, 24;
c3 = 10 000×
(
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)× (1 + 0, 05)3−1 = d1 995, 25;
c4 = 10 000×
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)× (1 + 0, 05)4−1 = d2 095, 01;
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
c2 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)2−1 = d1 900, 24;
c3 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)3−1 = d1 995, 25;
c4 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)4−1 = d2 095, 01;
c5 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)5−1 = d2 199, 76.
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quote capitale
c1 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)1−1 = d1 809, 75;
c2 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)2−1 = d1 900, 24;
c3 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)3−1 = d1 995, 25;
c4 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)4−1 = d2 095, 01;
c5 = 10 000×
(
α5|0,05 − 0, 05
)× (1 + 0, 05)5−1 = d2 199, 76.
E` interessante verificare il fatto che sommando le quote capitale non
ritroviamo esattamente, la somma prestata: c1 + c2 + c3 + c4 + c5 =
10 000, 01 a causa degli arrotondamenti
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Piano di ammortamento
m α cm hm δm εm
0 10 000, 00 0, 00
1 2 309, 75 1 809, 75 500, 00 8 190, 25 1 809, 75
2 2 309, 75 1 900, 24 409, 51 6 290, 02 3 709, 98
3 2 309, 75 1 995, 25 314, 50 4 294, 77 5 705, 23
4 2 309, 75 2 095, 01 214, 74 2 199, 76 7 800, 24
5 2 309, 75 2 199, 76 109, 99 0, 00 10 000, 00
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Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
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Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 05.
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Se si vuole rimborsare lo stesso debito con dieci rate semestrali equi-
valenti, occorre il tasso semestrale i2:
(1 + i2)
2 = 1 + 0, 05.
L’ammortamento e` individuato da n = 10 e da i2 = 0, 0246951.
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m α cm hm δm εm
0 10 000, 00 0, 00
1 1 140, 79 893, 84 246, 95 9 106, 16 893, 84
2 1 140, 79 915, 91 224, 88 8 190, 25 1 809, 75
3 1 140, 79 938, 53 202, 26 7 251, 72 2 748, 28
4 1 140, 79 961, 71 179, 08 6 290, 02 3 709, 98
5 1 140, 79 985, 46 155, 33 5 304, 56 4 695, 44
6 1 140, 79 1 009, 79 131, 00 4 294, 77 5 705, 23
7 1 140, 79 1 034, 73 106, 06 3 260, 04 6 739, 96
8 1 140, 79 1 060, 28 80, 51 2 199, 76 7 800, 24
9 1 140, 79 1 086, 46 54, 32 1 113, 30 8 886, 70
10 1 140, 79 1 113, 30 27, 49 0, 00 10 000, 00
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
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Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quota
pagata per interessi diviene minore.
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quo-
ta pagata per interessi diviene minore. Ad esempio la rata mensile
equivalente e`:
10 000× α60|0,004074 = 188, 20
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la rata semestrale e` inferiore alla meta` della rata annua:
1 140, 79× 2 = 2 281, 58 < 2 309, 75
Cio` e` conseguenza del fatto che la frequenza dei pagamenti semestrale
diminuisce piu` rapidamente le quote capitali e di conseguenza la quo-
ta pagata per interessi diviene minore. Ad esempio la rata mensile
equivalente e`:
10 000× α60|0,004074 = 188, 20
mentre:
188, 20× 12 = 2 258, 40
